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1 導入
コンパクトリーマン面 X に対し，X から P1 への d次の正則写像が存在するとき，X は
d-gonalであるという．dの最小値をX のゴナリティと呼ぶ．ゴナリティは古典的な代数曲
線の分類における基本的な不変量である．種数 3のコンパクトリーマン面 X のゴナリティ
は，X が超楕円のとき 2，そうでないとき 3である．トロピカル曲線にもゴナリティが定義
され，種数 3のトロピカル曲線   の安定幾何的ゴナリティは   が超楕円のとき 2，そうで
ないとき 3であることが知られている（[S17]）．この結果から，種数 3以下のトロピカル曲
線はコンパクトリーマン面の分類に沿って特徴付けられる．
種数 4 のコンパクトリーマン面 X は次の二種類に大別される．X は (a) 超楕円であ
る，(b) 標準埋め込みにより P3 内の 2 次曲面 F と 3 次曲面 G の完全交叉になる．(b) は
さらに (b1) F が特異点をもつ場合，(b2) F が非特異の場合に分けられる．(b1) の場合，
F は 2 次錐であり，P1 への 3 次の正則写像は一通りしか存在しない．(b2) の場合，F は
P1  P1 と同型であり，P1  P1 から P1 への二つの射影は Gが 3次曲面であることから，
1; 2 という X から P1 への二つの異なる 3次の正則写像を誘導する．X 上の点 pに対し，
f 11 (p)g; f 12 (p)gは異なる二つの線形系である．
トロピカル曲線の場合，P1 には木が，定値でない正則写像には有限調和射がそれぞれ
対応する．そこで，本論文では有限調和射の個数に基づき種数 4 のトロピカル曲線を上
の (a)(b1)(b2) に即して分類することを考える．(a) の場合は既によく知られているので
（[Ch12]），(b1)(b2)に対応するトロピカル曲線が存在するかどうか調べる．(b1)に対応す
る具体例を構成した．
主定理 1   を下図のトロピカル曲線とする．トロピカル改変を許し   から木への 3次有限
調和射が一通りしか存在しない為の条件は正の実数 a; b; cが真の三角不等式を満たすときに
限る．
a b
c
主定理 1は上の形のトロピカル曲線が木への 3次有限調和射を 1通りしか持たない条件
を確定させたことになる．
次に (b2)に対応する例を挙げる．トロピカル曲線の場合，非特異有理曲線は P1とは限ら
ず木になる．非特異有理曲線が P1 になる場合は古典的な場合と同様に構成することができ
る．一般の木は TP1 に埋め込むことができない．そこで，より高い次元の射影空間への埋
め込みを考える必要がある．それにも関わらず，古典的な場合と同じような描像が得られる
例を構成した．
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主定理 2 2部完全グラフK3;3 で辺の長さが全て 1で表されるトロピカル曲線を   とする．
v1
v3
v4
v5
v6
v2
このとき，超平面切断が線形同値でない有理写像 1; 2 :   ! TP2 で像が木となるも
のが存在する．また，これらは像への 3 : 1 写像である．1  2 :   ! TP2  TP2 と
	 : TP2  TP2 ! TP8 の合成は標準線形系の部分線形系  に付随する有理写像  であ
る．  は  により TP8 に埋め込まれ，像はある 3次超曲面に含まれる．また，1; 2 は
1  2 を経由する．
トロピカル曲線の場合，1次元でも不確定点が現れる．古典的な代数幾何学の場合，異な
る正則写像が 2通り存在するとき，共通な不確定点除去が存在する．トロピカル曲線の場合
も同様の結果が成り立つことが期待される．
主定理 3 2部完全グラフ K3;3 で辺 v2v5 の長さが 1，その他の辺の長さは 3で表されるト
ロピカル曲線を   とする．このとき，  から木への異なる 3次有限調和射が 2通り存在し，
それら 2つの調和性を保つようなトロピカル改変は存在しない．
v1
v2
v3
v4
v6
v5
この例から古典的な代数幾何学の類似が有限調和射のままでは成立しないことが分かる．
これは有限調和射の定義の改良が必要であることを示唆している．
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2 準備
2.1 トロピカル演算
定義 2.1.1. 実数全体の集合 Rに対し，以下のように二つの演算 , を定義する．任意の
実数 x; y に対し，
x y := maxfx; yg
x y := x+ y
と定める．(R;;)は可換半環である．これをトロピカル半環と言い，Rtrop と表す．
定義 2.1.2.
T := R [ f 1g
x 2 Tに対する  1の演算を次のように定めることで Tは半体となる．
x ( 1) = x; ( 1) x = x; ( 1) ( 1) =  1;
x ( 1) =  1; ( 1) x =  1; ( 1) ( 1) =  1;
Tをトロピカル半体と呼ぶ．よって Tでは ( 1)以外の元に対しては，に関する逆元が
存在するが，に関して逆元は存在しない．
以下，簡単のため“x+ y”= x y;“xy”= x y と書く．
2.2 トロピカル超曲面
定義 2.2.1.
F (x1; :::; xn) =“
X
(i1;:::;in)2I
ai1…inx
i1
1…xinn ”
= maxfai1…in + i1x1 +…+ inxn j (i1; :::; in) 2 Ig
を n変数トロピカル多項式という．ただし，ai1…in 2 R，I は Nn の有限部分集合である．
I = ?のとき，F =  1と定める．
定義 2.2.2. 上の n変数トロピカル多項式 F に対し，
d = max
(i1;:::;in)2I
nP
k=1
ik
を F の次数という．
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定義 2.2.3. 項が一つ以上の n変数トロピカル d次多項式 F に対し，
V (F ) := fx 2 Rn j F が xで少なくとも２項が最大値をとる g
を F で定まる d次トロピカル超曲面という．また，n = 2のとき超曲面を「曲線」という．
F が単項式である場合，V (F ) = ?である．
2.3 トロピカル射影空間
定義 2.3.1. (x1; :::; xn); (y1; :::; yn) 2 Tn;  2 Tに対し，和とスカラー倍を
“(x1; :::; xn) + (y1; :::; yn)”:= (“x1 + y1”; :::;“xn + yn”)
“(x1; :::; xn)”:= (“x1”; :::;“xn”)
と定めると，Tn はトロピカル線形空間となる．
定義 2.3.2. x; y 2 Tn+1 n f( 1; :::; 1)gに対し，関係 を次のように定める．
x  y ,ある  2 R が存在して，x =“y”
上の は同値関係になる．
定義 2.3.3. n次元トロピカル射影空間を
TPn := Tn+1= 
で定める．位相は自然な商位相を考える．
定義 2.3.4. F を  1でないトロピカル同次 d次多項式とする．
V (F ) := fx 2 TPn j F が xで少なくとも２項が最大値をとる，または F (x) =  1g
を d次トロピカル超曲面という．
定義 2 :2 :3 と異なる定義だが，同じ記号を用いることに注意する．
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2.4 セグレ埋め込み
定義 2.4.1. 古典的なセグレ埋め込みに対応する写像を以下で定める．
	n;m : TPn  TPm ! TP(n+1)(m+1) 1
2 2
(xi; yj)i;j 7! (“xiyj”)i;j
	n;m は位相空間としての埋め込みである．
2.5 トロピカル曲線
定義 2.5.1. G = (V (G); E(G))をループや多重辺を許した有限連結なグラフとする．G
と写像 l
l : E(G)! R>0
の組 (G; l)を距離付きグラフという．各辺 e 2 E(G)を閉区間 [0; l(e)]と同一視してできる
距離空間   をトロピカル曲線という．また，(G; l)を   のモデルという．本論文ではトロ
ピカル曲線の辺の長さは有限のもののみを考える．
定義 2.5.2.   をトロピカル曲線とする．  上の点 pに対し，その十分小さく連結な近傍を
Up    とする．Up n fpgの連結成分の個数を点 pの価数といい，val(p)と表す．  上の点
で，価数が 2でないものの集合を V とし，  n V の連結成分の閉包の集合を E とする．こ
の V;E に対し，  にはグラフの構造が入る．このグラフは   に対して一意に定まり，これ
を   の標準モデルという．S1 と同相な   に対しては，標準モデルは考えないことにする．
2.6 トロピカル改変
定義 2.6.1.   を距離付きグラフ，a 2 R>0 とする．以下の 3つの操作の有限回の繰り返し
をトロピカル改変という．
(1)辺の途中に頂点を追加または削除する．
(2)半直線上の点 0 2 [0; a]と   の点 v を同一視するように半直線を   に付け加える．
(3)価数 1の頂点を含む辺を価数 1の頂点も含めて削除する．
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2.7 トロピカル曲線の射
定義 2.7.1.  ;   0をトロピカル曲線とし，' :   !   0を位相空間としての連続写像とする．
 ;   0 に付随するグラフ G;G0 として以下の条件を満たすものが取れるとき，'はトロピカ
ル曲線の射であるという．
(1)  の頂点 v 2 V (G)の 'で写した '(v)は   0 の頂点となる．
(2)  0 の辺 e0 2 E(G0)の逆像は，  の有限個の辺の和集合となる．
(3)  の辺 eに対し 'の eへの制限は非負整数倍の相似写像となる．
(3)の相似写像の倍率となっている整数を de(') 2 Z0 と書く．
2.8 調和射
定義 2.8.1.   をトロピカル曲線とする．p 2   に対し，Upを点 pの近傍とする．集合Hp
を Up の包含関係における射影極限で定める．すなわち，
Hp := lim!Up
0(Up n fpg)
Hp の元を点 pの half edgeという．
定義 2.8.2. ' :   !   0 をトロピカル曲線の射とする．p 2   に対し，p0 := '(p)とし，p
から出ている half edgeを h1; h2; :::; hn，p0 から出ている half edgeを h01; h02; :::; h0m とする．
写像 dUp : 0(Up n fpg)! Z0 を以下で定める．
dUp : 0(Up n fpg) ! Z0
2 2
hi 7! dei(')
ただし，ei とは，hi  ei であるような   の辺とする．写像 dp : Hp ! Z0 を以下の図式が
可換になるように定める．
dUp : 0(Up n fpg) ! Z0! !
dp : Hp ! Z0
任意の h0j で，
P
hi 7!h0j
dhi(')が一定とな るとき，'は点 pで調和であるという．和を dp(')
と書く．'が全射かつ   上の各点で調和であるとき，調和射という．このとき，'の次数
を deg(') = P
p7!p0
dp(')で定める．
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2.9 有限調和射
定義 2.9.1. 任意の   の辺 eに対し，de(')＞ 0のとき，'は有限であるという．調和射
'が有限であるとき，有限調和射という．
2.10 因子
定義 2.10.1. トロピカル曲線   上の因子Dとは，  上の点で生成される自由加群Div(  )
の元と定める．すなわち
D = a1x1 +…+ anxn (a1; :::; an 2 Z; x1; :::; xn 2  ; n  0; x1; :::; xn は相異なる）
である．また，Dの点 xの係数を ordx(D)と表す．Dの次数 deg(D)を
deg(D) := a1 +…+ an
で定める．a1; :::; an  0のとき Dを有効因子といい D  0で表す．また，標準因子K を
K :=
P
x2 
(val(x)  2)x (val(x) := xの価数)
と定める．
2.11 トロピカル有理関数
定義 2.11.1.   をトロピカル曲線とする．  上のトロピカル有理関数 f :   ! R[f1g
とは，f   1または，連続で区分的に線形でそれぞれの区分での傾きは整数である関数
をいう．ただし，f(x) =  1となるのは長さが無限の辺の端点か，f(x)   1のときに
限る．以下，f 6=  1とする．
x 2   に対し，f の xにおける位数 ordx(f)を
ordx(f) := f の xでの外向き方向微分の和
と定める．
div(f) :=
P
x2 
ordx(f)x
を f の   における主因子という．さらにトロピカル有理関数 f は各 xに対し ordx(f)  0
であるときトロピカル正則関数であるという．以後，トロピカル有理関数，トロピカル正則
関数を単に有理関数，正則関数と呼ぶ．
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定義 2.11.2. Dをトロピカル曲線   上の因子とする．
R(D) := ff :   上の有理関数 jD + div(f)  0g
と定める．
定義 2.11.3. D;D0をトロピカル曲線   上の因子とする．D;D0が線形同値であるとは， 
上のある有理関数 f が存在して
D  D0 = div(f)
を満たすときをいう．このとき，D  D0 と表す．また
jDj := fD0 2 Div(  ) jD0  0; D  D0g
を Dに付随する完備線形系という．
定義 2.11.4. Dをトロピカル曲線   上の因子とする．Dのランク r(D)を
r(D) := maxfk 2 Z0 j deg(E) = k の任意の有効因子 E に対し jD   Ej 6= ?g
で定める．
2.12 種数
定義 2.12.1. トロピカル曲線   の種数 g を
g := dimRH1( ;R)
と定める．
トロピカル曲線   のモデルの辺集合，頂点集合をそれぞれ E; V とする．  の種数 g は
g = #E  #V + 1
を満たす．
2.13 有理写像
定義 2.13.1. f0; :::; fn 2 R(D)とする．x 2   に対し， :   ! TPn を
(x) := (f0(x) : f1(x) : … : fn(x))
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と定める．'; 'a;i : TPn ! TPn を a 2 R; i 2 f0;…; ng; (x0 : x1 : … : xn) 2 TPn に対し，
'((x0 : x1 : … : xn)) := (x(0) : x(1) : … : x(n));
'a;i((x0 : x1 : … : xn)) := (x0 : … : xi + a : … : xn)
で定める．;0 :   ! TPn に対し，' : TPn ! TPn (ただし，'は '; 'a;i の有限回の合
成)が存在して，0 = '  が成り立つとき，と 0 を同一視する．f0; :::; fn が R(D)の
極小生成系であるとき，または 0 を jDj と書き，jDj を因子 D に付随する有理写像と
いう．
3 主結果 1
定理 3.1.
  を下図のトロピカル曲線とする．トロピカル改変を許し   から木への 3次有限調和射が
一通りしか存在しない為の条件は正の実数 a; b; cが真の三角不等式を満たすときに限る．
a b
c
証明の方針. トロピカル曲線   から木への 3次有限調和射が存在すると，  上にそれに対応
した次数が 3で階数が 1以上の因子が存在する．逆は成り立たない．  上の次数が 3で階
数が 1以上の因子を求め，それぞれの因子に対し，有限調和射が構成できるかを確認する．
証明
  の中心に位置するサイクルを C 0 とする．  のループを一つ選び C とする．C と C 0 を結
ぶ辺を eとし，w := C \ e; U := C n fwgで定める．
C 0
Cw
U
e
証明で以下の補題を用いる．
補題 1. x 2 U; y; z 2   n U に対し，D := x+ y + z と定めると r(D) = 0である．
補題 1の証明
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始めに x0; y0; z0 2   n U に対し，D0 := x0 + y0 + z0 と定め，D  D0 であることを背理法で
示す．D  D0 であると仮定すると，  上のある有理関数 f が存在して D  D0 = div(f)
を満たす．f jU は xでのみ 1位の零点をもつ有理関数であり，wに幾ら極があっても，f が
連続になることはない．よって，D  D0 である．つまり，Dはどんな線形同値な因子に取
り替えても，少なくとも一点は U に含まれる．D の階数が 1以上になる為には，残りの 2
点で   n fC [ eg上全てを動けないといけない．  n fC [ egは種数３のトロピカル曲線で
あり，仮定からこれは超楕円ではない．よって r(D) = 0である．
補題 2. x; y 2 U; z 2   n U に対し，D := x + y + z とする．また，x + y  2w とする．
このとき r(D) = 0である．
補題 2の証明
種数 1 の曲線上の次数 2 の因子は Riemann Roch の定理より階数が 1 である．よって
線形同値な因子に取り替えることで x; y のうち一方を w に一致させることができる．
x+ y  2wより他方は U に属する．これは補題 1に帰着された．
補題 3. x; y; z 2 U に対し，D := x+ y+ z とする．また，x+ y+ z  3wとする．このと
き r(D) = 0である．
補題 3の証明
種数 1 の曲線上の次数 3 の因子は Riemann Roch の定理より階数が 2 である．よって
線形同値な因子に取り替えることで x; y; z のうち 2 点を w に一致させることができる．
x+ y + z  3wより残りの 1点は U に属する．これは補題 1に帰着された．
補題 1; 2; 3より，C 0 上に 3点をもつ因子のみ考えればよいことがわかる．
定理 3:1の証明
a; b; c のうち，最も短い辺の一つを a とする．a : b : c を考えればよいので，a
a
: b
a
: c
a
=
1 : x : y とおく．すると，x  1; y  1 である．また，x; y も真の三角不等式を満たす
ので，x  1; x + 1  y  x   1 である．また，上の領域は y = x に関して対称なので，
D = f(x; y) j x + 1 > y  x  1gに属する (x; y)に対し，3次有限調和射が一通りしか存
在しないことを示せば十分である．
証明するにあたって以下のように頂点を定める．
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PQ
R
1
x
y
種数 1 の曲線上の次数 3 の因子は階数が 2 なので，三角形 PQR 上の次数 3 の因子 D を
線形同値な因子 2P + z0 に取り替えて考える．三角形 PQR の内接円を I とし，I と辺
PQ;QR;RP との接点をそれぞれ p; q; rとする．このとき，D = p+ q + rのみ木への 3次
有限調和射を与える．z0 6= r であるような z0 に対し，D = 2P + z0 から 3次有限調和射が
構成できないことを背理法で示す．  から木への 3次有限調和射 'が存在すると仮定する．
z0が辺 PQ上にあるとき，z0Qの長さを a (0  a  1)とおく．また，y = x+ (0   < 1)
とおく．
P
Q
R
z0
a
因子 2P + z0 を線形同値な因子 2Q + q; 2R + r にそれぞれ取り替える操作を考える．この
とき，加えるべき   上の有理関数の傾き（ただし，三角形 PQR上に制限したもの）を以
下の図で示す．
z0 z
0
z0
2
1
1
1
1
a+ 
1
2
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
x  a+  x < a+ 
1 z0
1
2
s
s
t
s
t0
P
P
R
P
R
P
Q Q
Q Q
R
R
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有理関数の値が等しい箇所が 'で同じ点に移ることに注意する．
2Q+ qに取り替える図より，P から z0までの傾きは 1なので，z0 は PR上の点で，P から
1  a離れた点 sと 'で同じ点に移る．
2R + rに取り替える場合，x  a+ ; x < a+ の場合で加える関数が異なる．a 6= 0; 1
のとき，z0 は P;Q どちらとも異なり，s は P;R どちらとも異なる．x  a +  の場合，
'(P ) = '(z0)，'(R) に移る点は R のみなので，s は点 Q を含む区間 Z 0R の点で，z0; R
と異なる点 t と ' で同じ点に移る．x < a +  の場合，  上の 1 位の極を R0 とおくと，
'(P ) = '(z0); '(R) = '(R0)なので，sは点 Qを含む区間 z0Rの点で，z0; R0 と異なる点 t0
と 'で同じ点に移る．よって，どちらの場合も   上の異なる 4点が 'で同じ点に移る．
x  a+ かつ a = 1の場合，z0 と P が一致するのでそれ以外の 4点を考える．
z0
1 1
1
1 + 
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
2 b
2b
2b
b
4b
1
2
b
辺 PR上に P からの距離が b (0 < b < 1
2
)であるような点を bとする．2R + r に取り替え
る図より，bは辺 PQ上の P から 2b離れた点 2bと 'で同じ点に移る．また，2Q+ q に取
り替える図より，bは PQ上 P から 1
2
b離れた点 1
2
b，2bは Qに向かう方向に P から 4b離
れた点 4bと 'で同じ点に移る．よって，  上の異なる 4点が 'で同じ点に移る．
x  a+ かつ a = 0の場合を考える．
z0
z0
1
1
1
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
1 2
s s
R t R
辺 PQ上に P からの距離が 1であるような点を sとする．x > 1ならば s 6= R．よって，
異なる 4点が 'で同じ点に移る．
x = 1のとき，P;Q;Rが同じ点に移ることが分かり，木への調和射を仮定していることか
ら，次数が 6になる．
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PQ R
P
Q R
x < a+ かつ a = 0は成立しない．
y = x +   2のとき，辺 QR上に Qからの長さが 1; 2の点をそれぞれ w0; w とする．z0
が Qw0 の間にあるとき，Qz0 の長さを a (0 < a  1)とする．
P
Q
Rw
0
w
z0
a
因子 2P + z0 を線形同値な元 2Q+ q; 2R + r にそれぞれ取り替える際に加えるべき   上の
有理関数（ただし，三角形 PQR上に制限したもの）を以下の図で示す．
z0
z0
z0
1
x
x+   a
1
1
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
x  x+   a x < x+   a
z0
1
2
1
1
1
1
P
Q
R R
R R
P
P P
Q
Q Q
2Q+ q に取り替える図より，PQ;PR上の点で P から 1  a離れた s; tと 'で同じ点に移
る．2R + r に取り替える場合，x  x +    a; x < x +    aの場合で加える関数が異な
る．x  x+   aの場合を考える．
2R + r の図で PQ;PR 上の点で P から a    離れている点をそれぞれ u; v とする．
1   a = a    のとき，s と u，t と v は一致する．また，このとき，Ps = Pt;Qs =
Qz0; Rt = Rz0 が成立する．このとき，下図のようにトロピカル改変を与れば 3次有限調和
射 'を構成できる．
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PQ
R
s t
z0
'
1  a 6= a  のとき，a 6= 1なら s; t; u; v は全て異なり，  上の異なる 5点が 'で同じ点
に移る．a = 1のときは s = tとなるが，他は異なるので，  上の異なる 4点が 'で同じ点
に移る．x < x+   aのとき，0 < a < 1であり，上の図より異なる 4点が張り合う．
y = x+   2のとき，z0 が w0wの間にあるとき，w0z0 の長さを a (0 < a  1)とする．
P
Q
Rw
0
w
z0a
z0
z0
1
1
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
1
2
1
1
s
R R
a 6= 1 とする．2Q + q に取り替える図より，'(P ) = '(z0)．2R + r に取り替える図で辺
PQ;PR上の点で P からの長さが a + 1   である点を s; tとする．sR = x +    1   a
であり，x+   2なので，s 6= R．また，a+ 1   > 0より t 6= P; s 6= P．よって，異な
る 4点が張り合う．
a = 1のとき，x+  > 2なら上と同様の議論で異なる 4点が張り合う．(*)x+  = 2のと
き 2R + r に取り替える図で辺 QR上の点で Rからの長さが a + 1である点を uとすると
'(u) = '(R)．2Q + q に取り替える図より，'(P ) = '(R)．u は Q;R どちらとも一致せ
ず，'(P ) = '(R)，'(Q)に移る点は Qのみなので，PR上の点で P;Rとも異なる v に対
し，'(u) = '(v)．よって，異なる 4点が張り合う．
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z0 z01
1
1
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
2
u
u
v
y = x +  > 2のとき，z0 が wRの間にあるとき，wz0 の長さを a (0 < a  x +    2)と
する．
z0
z0
1
1
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
2
1
1
x+  a  2 6= 0のとき，上の図から異なる 4点が張り合う．2Q+ qに取り替える図より，
'(P ) = '(z0)．2R + rに取り替える図より，a = x+   2のとき (*)と同様．
y = x+   2のとき，z0 が PRの間にあるとき，z0Rの長さを a (0 < a < x)とする．
z0 z0
z0
1
x
x+  + 1  a
2
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
x+  + 1  a  x x+  + 1  a < x
z0
1
2
2
1
1
1
1
1
1
b
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
1
2
b
z0
1
2
b 12b
z0
b
bを z0 から 0 < b < minf2(x  a); a; 2gを満たすように取る．すると，2Q + q に取り替え
る図から bは PQ上の点で P から 1
2
b離れた点 1
2
bと同じ点に移る．また，2R+ rに取り替
16
える図からよって，異なる 4点が同じ点に移る．
2 > x+   1のとき，z0 が Qw0 の間にあるとき，Qz0 の長さを a (0 < a  1)とする．
z0
z0
z0
1
x
x+   a
2
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
x+   a  x x+   a < x
z0
1
1
1
1
1
1
1
P
Q
R
s t
2Q + q に取り替える図より，z0 は PQ;PR上 1   a離れた点 s; tと 'で張り合う．a 6= 1
とすれば，x+   a  xのときは図より '(P ) = '(z0)．よって，異なる 4点で張り合う．
x+  a < xの場合，1  a = a のとき 3次有限調和射が存在するので，1  a 6= a 
とする．さらに，a 6= 1とすれば異なる 5点が張り合う．a = 1のときは x+   a  xは
不成立．
z0
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
z0
1
1
1
1
図より異なる 4点が張り合う．
2 > x+   1のとき，z0 が w0Rの間にあるとき，w0z0 の長さを a (0 < a  1)とする．
z0
z0
x
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
1
1
2 1
1
1
x+   1  a 6= 0とすると異なる 4点が張り合う．x+   1  a = 0のとき，下の図より
異なる 4点が張り合う．
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2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
z0z0
2 > x+   1のとき，z0 が wRの間にあるとき，z0Rの長さを a (0 < a  1)とする．
z0 z0
z0
x
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
1  x+  + a  1 1 < x+  + a  1
z0
1
1
1
1
2
x+  + a  1
1
2
1
1
2
z0 から b離れた点を bとする．Qに 2点を集める図から bは P から 1
2
b離れた点 1
2
bと張り
合うことが分かる．よって，異なる 4点が張り合うことが分かる．
2 > x+   1のとき，z0 が Pwの間にあるとき，z0wの長さを a (0 < a < 2x+   2)と
する．
z0 z0
z0
x
2Q+ q に取り替える 2R + rに取り替える
x  2x+ 2  a  1 x < 2x+ 2  a  1
z0
1
2
1
1
1
1
1
2x+ 2  a  1
1
2
1
2
z0 から b離れた点 bをとる．Qに 2点を集める図より，bは P から 1
2
b離れた点 1
2
bと張り
合うことが分かる．よって，異なる 4点が張り合う．よって，主定理が従う．
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4 主結果 2
定理 4.1.
2部完全グラフK3;3 で，全ての辺の長さが 1と表されるトロピカル曲線を   とする．
このとき，超平面切断が線形同値でない有理写像 1; 2 :   ! TP2 で像が木となるも
のが存在する．また，これらは像への 3 : 1 写像である．1  2 :   ! TP2  TP2 と
	 : TP2  TP2 ! TP8 の合成は標準線形系の部分線形系  に付随する有理写像  であ
る．  は  により TP8 に埋め込まれ，像はある 3次超曲面に含まれる．また，1; 2 は
1  2 を経由する．
2部完全グラフK3;3 で，全ての辺の長さが 1と表されるトロピカル曲線を   とする．以下
のように頂点を定める．
v1
v3
v4
v5
v6
v2
  上の因子D;D0をD := v4+v5+v6; D0 := v1+v2+v3とし，f1; f2; f3 2 R(D); f4; f5; f6 2
R(D0)の傾きを以下で定め，
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11
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
f1 f2 f3
f4 f5 f6
fi(vi) =  1 (i = 1; :::; 6)とする．
1; 2 を以下のように定めると，像は木であり，1; 2 は像への 3 : 1写像である．
1 :   ! TP2
2 2
x 7! (f1(x):f2(x):f3(x))
2 :   ! TP2
2 2
x 7! (f4(x):f5(x):f6(x))
1(  );2(  )は下図のような TP2 内のトロピカル直線になる．
( 1 : 0 : 0)
(1 : 1 : 0)
(0 :  1 : 0)
(0 : 0 : 0)
1(  ) 2(  )
( 1 : 0 : 0)
(0 : 0 : 0)
(0 :  1 : 0)
(1 : 1 : 0)
1(v1)
1(v2)
1(v3)
2(v4)
2(v5)
2(v6)
1  2 :   ! TP2  TP2
2 2
x 7! ((f1(x):f2(x):f3(x));(f4(x):f5(x):f6(x)))
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で定めると 1  2 は埋め込みになる．
	 : TP2  TP2 ! TP8 をセグレ埋め込みに対応する写像で定める．
	  を考えることでΓをトロピカル射影空間 TP8 に埋め込む．
  上のトロピカル有理関数 gij 2 R(K)を
gij :=“fifj”(1  i  3; 4  j  6)
で定義する．
すると，TP8 内で以下の式を満たす．
“g14g15g36 + g16g24g25 + g26g34g35 +g14g24g35 + g15g25g36 + g16g26g34”
=“g14g15g26 + g24g25g36 + g16g34g35 +g14g24g36 + g15g25g34 + g16g26g35”
G :=“g14g15g36 + g16g24g25 + g26g34g35 +g14g24g35 + g15g25g36 + g16g26g34
+g14g15g26 + g24g25g36 + g16g34g35 +g14g24g36 + g15g25g34 + g16g26g35”
よって，像は３次超曲面 V (G)に含まれる．
次にファイバーと３次曲線の交点が３点であること，異なる 3 : 1写像が二通りあることを
考察する．Gに
(f4; f5; f6) = ( a; 0; 0)(ただし 0  a  1)
を代入すると，
G =“  af 21 f3   af1f 22   af2f 23   af 21 f2  af 22 f3   af1f 23 + 0f1f2f3"
これを図示すると，a = 0 のとき，ファイバーと３次曲線の交点が３点であることがわか
る．
V (G)
	(TP2  f( a; 0; 0)g)
	(1(  ) f( a; 0; 0)g)
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1;2 に対応する線形系 E1; E2 の元として，それぞれD = v4 + v5 + v6; D0 = v1 + v2 + v3
がとれる．また，Dと D0 は線形同値でない．
v1
v3
v4
v5
v6
v2
5 主結果 3
定理 5.1.
2部完全グラフ K3;3 で，辺 v2v5 の長さは 1，その他の辺の長さは 3で表されるトロピカル
曲線を   とする．このとき，木への異なる 3次有限調和射が 2通り存在し，それら 2つの
調和性を保つような共通のトロピカル改変は存在しない．
v1
v2
v3
v4
v6
v5
  にはトロピカル改変をすることで，二通りの 3次有限調和射が存在する．
v1
v2
v3
v4
v6
v5
'
'(v6)
'(v4) '(v1)
'(v5)
v4
v5
v6
v1
v2
v3
 
'(v3)
'(v1) '(v4)
'(v2)
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'と  が両立するようなトロピカル改変が存在しないことを示す．
証明
  の v2v5 以外の辺をそれぞれ 3等分し，v1v4 の v1 に近いほうから a1; a2，v2v4 の v2 に近
いほうから b1; b2，v3v4 の v3 に近いほうから c1; c2，v1v6 の v1 に近いほうから d1; d2，v2v6
の v2 に近いほうから e1; e2，v3v6 の v3 に近いほうから f1; f2，v1v5 の v1 に近いほうから
g1; g2，v3v5 の v3 に近いほうから h1; h2 と定める．
v1
v2
v3
v4
v6
v5
図 1
a1
a2
b1b2
c2
c1
d1
d2
e2
e1
f2g1
g2
h1 h2
f1
v4
v5
v6
v1
v3
v2
図 2
a2
a1
g2g1
d1
d2
c2
c1
h1
h2 f1b2
b1
e2 e1
f2
まず，3次有限調和射 'を構成するために図 1の g1 と h1 にトロピカル改変で長さ 1の辺
を付け加えなければならない．すると，図 2 の g1 と h1 にも長さ 1 の辺が付け加わる． 
の調和性を成立させるために b2; e2; a1; c1; d1; f1 にそれぞれトロピカル改変で長さ 1の辺を
付け加えなければならない．図 1の b2; e2; a1; c1; d1; f1 にも長さ 1の辺が加わり，'が調和
になるためには a2; c2; d2; f2; b1; e1 に長さ 1の辺を付け加える必要がある．図 2においても
a2; c2; d2; f2; b1; e1 に長さ 1の辺が加わり， が調和になるためには g2; h2;に長さ 1，b2; e2
に先ほど施したトロピカル改変の端点を b02; e02 とすると，b02; e02 に長さ 2の辺を付け加えな
ければならない．すると，図 1では b2; e2 に合計長さが 3の辺が加わることになり，同様の
トロピカル改変が繰り返される．よって，有限回の操作で 'と  の両方が調和の条件を満
たすことはない．
6 主結果 4
定理 6.1.
  を下図のトロピカル曲線とする．ただし，l1 6= l2; l3 6= l4 であるとする．このとき，  か
ら木への異なる 3次有限調和射がちょうど 2通り存在する．
l1
l2
l3
l4
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証明の方針
トロピカル曲線   から木への 3次有限調和射が存在すると，  上にそれに対応した次数が
3で階数が 1以上の因子が存在する．逆は成り立たない．  上の次数が 3で階数が 1以上
の因子を求め，それぞれの因子に対し，有限調和射が構成できるかを確認する．
証明
まず，  のループを左から C1; C2; C3; C4 とする．  の bridge を左から e1; e2; e3 とする．
w := C1 \ e1; U := C1 n fwgで定める．
C1
C2
C3
C4
e1
e2
e3
w
U
証明で以下の補題を用いる．
補題 1
x 2 U; y; z 2   n U に対し，D := x+ y + z と定めると r(D) = 0である．
補題 1の証明
主結果 1の補題 1と同様．
補題 2
x; y 2 U; z 2   n U に対し，D := x+ y + z とする．また，x+ y  2wとする．このとき
r(D) = 0である．
補題 2の証明
主結果 1の補題 2と同様．
補題 3
x; y; z 2 U に対し，D := x + y + z とする．また，x + y + z  3w とする．このとき
r(D) = 0である．
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補題 3の証明
主結果 1の補題 3と同様．
補題 1; 2; 3をループ C4 にも用いることで，  n fC1 [ e1g [ fC4 [ e3g 上の次数 3の因子の
み考えれば十分である．以下，  0 :=   n fC1 [ e1g [ fC4 [ e3gとする．辺 e2上の点を線形
同値な因子に取り替え，ループ上に移すことで，  0 上の次数 3の任意の因子は片方のルー
プ上に 3点がある場合とそれぞれのループに 2点，1点に分かれている場合に分けられる．
以下のように頂点を定める．
C2
C3
s
t
u
v
片方の円上に 3点ある場合，C2 上に 3点あると仮定する．種数 1のトロピカル曲線上の次
数 3の因子は階数が 2なので，線形同値な因子に取り替えることで D = 2s+ s0 とかける．
補題 4
2s+ s0  3tを満たす 2s+ s0 のみ   上階数が 1である．
補題 4の証明
左から右は明らか．右から左を示す．対偶を考える．2s + s0 が 3t と線形同値でないとす
る．どのような線形同値な因子に取り替えても，t には多くても 2 点しか移らない．  は
l3 6= l4 なので，r(2s+ s0) = 0．
上の 3tと線形同値な因子を Dとおく．
2点と 1点に分かれている場合，C2 上に 2点，C3 上に 1点あるとする．このような因子
の階数が 1以上になる為には，C2 上の 2点を線形同値な因子に取り替えることで C1 上全
体を動けないといけないので，C2 上の 2点は 2sと線形同値でなければならない．また，同
様の議論で 2v とも線形同値でなければならない．よって，上の条件を満たす因子が一意に
定まる．この因子を D0 とする．また，D0 のみが階数 1になる．
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命題 Dと D0 は線形同値でない．
命題の証明
背理法で示す．D  D0 と仮定する．D はループ C2 上の点 s; s0 を用いて D = 2s + s0 と
表せる．D0 はループ C2 上の点 s，C3 上の点 v0 を用いて D0 = 2s + v0 とかける．ただし，
s0 6= t; v0 6= u．仮定より，Dと D0 は線形同値なので，ある   上の有理関数 f が存在して，
D   D0 = 2s + s0   (2s + v0) = s0   v0 = div(f) を満たす．この有理関数 f をループ C2
に制限した関数 f jC2 を考えると，f jC2 は s0 で 1位の零点のみをもつ関数である．s0 6= tよ
り，f はループを一周したときに値が異なる．これは f が連続であることに矛盾する．
また，この 2つの因子 D;D0 からそれぞれ木への 3次有限調和射を構成することができ
る．以下の図を用いて 3次有限調和射の構成方法を説明する．
s
t
v
u
因子 D の場合，上の図の記号を用いると D = 3tとかける．トロピカル改変の仕方を 2つ
のループに制限して考える．tのあるループを tを含むように 3等分し，t1; t2 とおく．
s
t
t1 t2
sが t1; t2 の間にない場合，tから sまでの長さで短い方を aとする．tから sがないほうに
2a離れた点に下図のようなトロピカル改変を施す．すると部分グラフで 3次有限調和射が
構成できる．
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st
t1 t2
a
2a
e1
2e1
e2
3e2
sが t1; t2 の間にある場合，t1; t2 の中点を t3 とし，t3 から sまでの長さを aとする．
s
t
t1 t2
t3
a
短いほうの辺上の点で tから 2a離れた点に下図のようなトロピカル改変を施す．すると部
分グラフで 3次有限調和射が構成できる．
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st
t1 t2
t3
a
2a
e1
2e1
2e1
e2 3e2
よって，上の 2つの写像を適宜組み合わせることにより   全体からの 3次有限調和射が構
成できる．
因子 D0 の場合，まず e1; e2 に沿ってそれぞれ隣り合うループを半分に分割する．
s
t
v
u
u0
l2
l1
分割した線をそれぞれ l1; l2 とし，u と l1 に関して対称なループ上の点を u0 とすると，
D0 = 2s + u0 である．l1; l2 にはさまれた図形を l1 の下部，l2 の上部で再現するようにトロ
ピカル改変を施す．l1; l2 でそれぞれ折り返すような写像 'を考えれば 'は 3次有限調和射
である．
28
s
t
v
u
u0
l1
l2
よって，  から木への異なる 3次有限調和射がちょうど 2通り存在する．
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